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Mejor Aproximacion en Espacios Normados

1.1. Introduccion y Notacion

El problema de la mejor aproximacién de una funcién consiste en encontrar una funcion
perteneciente a una familia fija de tal manera que su desviacién de la funcién dada es
un minimo. Este problema fue formulado primero por Chebyshev en el siglo XIX, que
investigd la aproximacién de funciones continuas por polinomios algebraicos de grado
fijo, tomando como medida de desviacién el maximo del valor absoluto de su diferencia.
Posteriormente, muchos matematicos tales como Markov, Bernstein, Haar, y Kolmogorov,
han estudiado otros problemas cambiando la medida de desviacién y la familia utilizada

para la aproximacion.
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Con el desarrollo de la teoria de los espacios normados se hizo evidente que una amplia
gama de problemas se pueden poner en una formulacién general de espacios normados, si
la norma del espacio se toma como medida de desviacién.

El objetivo del capitulo es introducir ciertos hechos generales bésicos de la teoria de
aproximaciéon en espacios normados. Los temas que tocaremos son los clasicos proble-
mas de la teoria de aproximacién: existencia, unicidad, caracterizacién y continuidad del
operador de mejor aproximacion.

Primero fijemos alguna notacion. En este capitulo, X siempre denotarda un espacio
normado sobre R, es decir, X es un espacio vectorial sobre R en el que se puede definir

una aplicacién || - || : X — R, llamada norma, que verifica:
(a) ||z|| >0y ||z|| =0siy sélosiz=0;
(b) [lozl| = lafl|z]], v e Ry z € X;

(©) [lz+yll <llzll + llyll para todo z,y € X.

Ejemplo 1.1.1. Ejemplos de Espacios Normados
n 13

(a) R™ con la norma ||z||, = (Z ]xk]”) ,1<p<oo, yx=(x,...,2,) € R
k=1

(b) El espacio IP, 1 < p < oo, de las sucesiones de nimeros reales x = {x, fnen tal
1

o0 o0 )
que Y |z,|P < 0o con la norma ||z, = (Z |:L‘n|p> ;
n=1 n=1

(c) El espacio 1> de las sucesiones de nimeros reales acotadas x = {,}nen con la

norma ||zl|e = sup |z,|;
neN

(d) El espacio cy de las sucesiones de nimeros reales x = {x,, tnen tal que lim x,, = 0,
n—oo

con la norma ||z ||s;

(e) El espacio I' con la norma ||z|lo = ||z||1 + ||z||2, donde x = {x, }nen;




1.2. EXISTENCIA DEL MEJOR APROXIMANTE 3

(f) El espacio C[0,1] de todas las funciones reales continuas definidas sobre el [0, 1]
1

con la norma ||g||. = max |g(z)| + (fol |g(a:)\2dx>§, g € C0,1].

z€[0,1]

Nuestro problema es aproximar elementos f € X desde elementos de S C X. El error

en este problema se denota por
E(f.9) = inf{||f —s|| : s € ).

El subconjunto S C X se dice de existencia para X, si para cada f € X existe un sg € S

tal que

1f = soll < IIf = sll,
para todo s € S, es decir E(f,S) = ||f — so||. Un tal sy es llamado un mejor aproximante
a f desde S.

1.2. Existencia del Mejor Aproximante

En esta seccién se muestran algunos resultados elementales sobre la existencia de
mejores aproximantes.
El siguiente teorema garantiza la existencia del mejor aproximante a un elemento f

de un espacio normado cuando el subconjunto desde el que se aproxima es compacto.

Teorema 1.2.1. Sean X un espacio normado, S C X un subconjunto compacto y

f € X. Entonces existe un mejor aproximante a f desde S.

Demostracion. Sea E = E(f,S). Por definicién de E, existe una sucesién {s, }neny C S,
tal que

Jim [[f — s, = E.
Puesto que S es compacto, existe una subsucesién de {s, }n,en que converge a s* € S. Si

se denota con {s,, }ren a tal subsucesién, se tiene

/. * .
Jim fls,, —s7[| =0.
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Ahora, para cada k € N,
1f = 8" < {1 = smill + lsn, — 711

Luego, haciendo tender £ — oo, el primer término de la derecha se aproxima a E, mientras

que el segundo término tiende a cero. Asi se logra,
1 = "Il < M (JLf = s, [l + s, = s7[) = E.
— 00

Sin embargo, debido a que s* € S, || f — s*|| > 1'an9 Ilf —s|l = E.
se

Entonces ||f — s*|| = E y s* es un mejor aproximante a f desde S. O

El siguiente resultado permite observar que no es necesario, para probar existencia,

que el subconjunto S desde el cual se aproxima a un elemento f sea compacto.

Teorema 1.2.2. Sean X un espacio normado, S C X un subespacio de dimension

finita. Entonces, para cada f € X, existe un mejor aproximante a f desde S.

Demostracion. Sean so € S, M = ||f — sol| vy N = || f||. Se define
A={seS: ||f—s|]| <M}
Para cada s € A, se tiene
sl < [If = sll + 17l < M + N,

por lo tanto A es un subconjunto acotado de S.

Veamos que A es cerrado. Sean d € X y {$, }nen una sucesién formada por elementos de

A tal que lim ||s, —d|| = 0. Como S es un subespacio de dimensién finita, entonces S es
n—oo

cerrado y por ende d € S. Por otra parte, dado que s, € A para todo n € N, entonces

1f = sall < M. Asi,

1f =dll <[If = sull + llsn —dl| < M +||s, —d]|.
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De esto se deduce que,
If =dll < M+ lim ||s,, — d|| < M,
n—oo

y asi d € A. Por lo tanto A es un subconjunto cerrado de S.
Puesto que cualquier subconjunto cerrado y acotado de un subespacio de dimensién finita

es compacto, del Teorema 1.2.1, existe s* € A tal que
If=s"| <||If —s|| <M paratodo se€ A.

Ademds, si s € S\ A se tiene que ||f — s|| > M > ||f — s*||.
Entonces,

lf —s*| <||f —s|| paratodo se€S.

O sea, s* es un mejor aproximante a f desde S. O

1.3. Caracterizacion del Mejor Aproximante

En esta seccion se presenta un teorema de caracterizacion de un mejor aproximante
en espacios normados, en cual utiliza la idea de derivada direccional de la norma.

A continuacion se introduce la definicién de la derivada de Gateaux y alguna notacion.

Definicién 1.3.1. Sean f,h € X. Si existe

I+ 080 = 071

t—0 t

entonces el limite se llama la derivada de Gateaux de f en la direccion h y la deno-

tamos y(f,h).

Proposicién 1.3.2. Sean f,h € X. Entonces la funcién r : (0,00) — R definida por

r(t) = W es no decreciente y acotada inferiormente.
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Demostracion. En primer lugar se prueba que r(t) es acotada inferiormente. En efecto,

por la desigualdad triangular se tiene

L+ thll = A[FIF = Nkl = 1] = ¢llAll-

Asi, para todo t > 0, r(t) = w > —||h]|.
A continuacién se prueba que r(t) es no decreciente para t € (0, 00).

Sea 0 < u < t < 0o, entonces
tf 4 uhl| = [|tf + tuh]]
= [lu(f +1th) + (¢t —u)f]
<all(f +th)|| + (t = w]lf]]

= u([[(f +th) | = (LD +¢lr

En consecuencia, (u) = Lw=Ifl o WEHMIZIFL _ gy =

Observaciéon 1.3.3. Por la Proposicion 1.3.2, existe lim

L el =lf 1l
t—0t+ ¢

Definicién 1.3.4. Para f,h € X, denotamos por

)t M=)

t—0t+ t

la derivada lateral de Gateaux a derecha de f en la direccion h.

Observacién 1.3.5. Para cada f,g,h € X se satisface:

(a) v (f, ag) = avy(f,g), para todo a > 0;

(b) v+ (f, g+ h) < v (f,9) +v+(f, h).
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Ejemplo 1.3.6. (1) Sea C[a,b] el conjunto de todas las funciones reales continuas
definidas sobre el [a,b]. Tomemos en Cla,b] la norma Chebyshev o infinito
lglloo := m[é;)g} lg(z)|, g € Cla,b]. Para f,h € Cla,b], f #0, se tiene:

z€[a,
V+(f, h) = max{h(z)sgn(f(z)) : @ € [a,b], |f(z)] = [|fllo}
(2) Sean Q un conjunto, ¥ una o-dlgebra de conjuntos sobre Q y p una medida

positiva sobre ¥. Sean 1 < p < oo y L,(Q2) el conjunto de todas las funciones

reales medibles definidas sobre Q tal que [, |f(z)Pdx < co. Tomemos en L,(Q)

S =

la norma ||g|l, = ([, |9(z)[Pdz)? , g € X. Para f,h € L,(Q), f #0, se tiene:

(a) v+(f,h) = g{sgn(f)hduﬂL [ 1h(@)ldp, sip=1;

f=0
() 74(f,h) = b= [ |FPLsgn(F)hdp, 5i1< p < oo.
Q
Ademds en cualquier caso, v4+(0,h) = ||h]|,.

A continuacion se prueba un teorema de caracterizacion.

Teorema 1.3.7. Sean X un espacio normado, S C X un subespacio y f € X.
Entonces s* es un mejor aprozimante a f desde S si y sélo si v (f — s*,s) > 0, para

todo s € S.

Demostracion. Se asume que s* es un mejor aproximante a f desde S y sean s € S'y

t > 0. Puesto que S es un subespacio s* — ts € S, asi

If ="+ tsll = [l =57,

I/ =s +tsl|_”f_5 l'> 0. De la arbitrariedad de t v s se logra que v, (f—s*,s) >

y por lo tanto,
0 para todo s € S.

Reciprocamente, se supone que v4(f — s*,s) > 0, para todo s € S. Sea s € S, entonces
Y4 (f —s*, 8" —5) >0, pues s* —s € S.

— ||f*s*+t(s*;s)”’”ffs*” es no decreciente para t > 0. Tomando

Por Proposicién 1.3.2, r(t)
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t = 1, se consigue

_ =51 =)l = lf =57l o

1f = sl = [[f = sl : > 4 (f — 8%, 5" —s) > 0.

Asi, se concluye ||f — s|| > ||f — s*|| para todo s € S. Luego, s* es un mejor aproximante

a f desde S. m

1.4. Unicidad del Mejor Aproximante

En esta seccién se dan a conocer algunos resultados de unicidad del mejor aproximante
a un elemento del espacio.

Sea S un subconjunto de X. Para cada f € X se define

Ps(f) :=A{s":s" €S |[f ="l = E(f,5)}.

Ps(f) es un subconjunto de S formado por todos los mejores aproximantes a f desde S,
si este es no vacio. A la aplicacién Pg : X — 2% se la llama proyeccién métrica de S.
El siguiente resultado, muestra que la convexidad es una propiedad geométrica que la

proyeccion métrica Ps hereda directamente de S.

Proposicion 1.4.1. Sean X un espacio normado, S C X un subconjunto convexo y
feX. Sis*seS son mejores aprorimantes a f por elementos de S, entonces para

cada X € [0,1] el elemento As* + (1 — \)S, es también un mejor aprozimante a f.

Demostracion. Sea E = E(f,S)y s*,5 € Ps(f), entonces
If ="l =1lf =3l = E.
Para cada A € [0, 1], se denota s(A) := As* + (1 — \)S. Entonces,

If = s =[IAf + (1@ =A)f = [As" + (1 = A)s]]]

<A = A+ (L= f = (1= A)s

=Af=sl+ A =Nf =5l = E.
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Puesto que S es convexo, s(A) € Sy por lo tanto ||f — s(A)|| > E. Asi, ||f —s(N\)|| = E

Luego, por definicién s(A) es un mejor aproximante a f desde S.

Ps(f) puede ser un conjunto vacio, tener un inico elemento de S o, como se ha visto en
la proposicion previa, ser un subconjunto convexo de S conteniendo més de un elemento.

En algunos casos, propiedades simples sobre la norma permiten eliminar la tercera
opcidn, es decir, propiedades que garantizan que Ps(f) contendrda como méximo un ele-
mento.

Recordemos la definicion de espacios estrictamente convexos.

Definicién 1.4.2. Un espacio normado X se dice que es estrictamente convexo si se
verifica la siguiente condicion: Si f,g € X y || fl + |lgll = ||.f + gl con g # 0 entonces
existe t > 0 tal que f = tg.

Ejemplo 1.4.3. (a) R" con la norma || - ||,, 1 < p < 00, es estrictamente convezo;
(b) I?, 1 <p < oo, conla norma || - ||, es estrictamente convezo;

(c) LP(2), 1 < p < 00, con la norma || - ||, es estrictamente convezo;

(d) R™ con la norma || - ||1 no es estrictamente convezxo;

(e) co con la norma || - ||oc no es estrictamente convezo,

(f) 1* con la norma || - ||y no es estrictamente convexo;

(g) 1°° con la norma || - || mo es estrictamente convezxo.

La siguiente proposicién (ver [1]) es un resultado de caracterizacién de espacios estric-

tamente convexos.
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Proposiciéon 1.4.4. Sea X un espacio normado X . Las siguientes condiciones son

equivalentes:
(a) X es estrictamente convexo;

(b) Si f.g€ X ylfl =gl = |52 entonces f = g;

(c) Sif,ge X, f#g yllfll =lgl =1 entonces |Af + (1 = N)g| <1, para cada
A€ (0,1).

Observacion 1.4.5. X es estrictamente convezxo si el conjunto {f € X : ||f|| = 1}

no contiene ningun segmento.

Figura 1.1: Normas no estrictamente convexas y estrictamente convexas

Ahora damos el primer resultado de unicidad.

Teorema 1.4.6. Sean X un espacio normado estrictamente convero, S C X un

subespacio y f € X. Entonces existe a lo sumo un mejor aprorimante a f desde S.

Demostracion. Sea E = E(f,S) y s*,5 € S tales que

If ="l =1If =3l = E.
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De la Proposicién 1.4.1, se sigue que S—f es un mejor aproximante a f desde S, es decir,
s*+s
— =F.

Luego, como X es estrictamente convexo, la Proposiciéon 1.4.4 implica que f —s* = f —35.

Asi, s* =3 y por lo tanto el mejor aproximante a f desde S si existe es unico. O]

A continuacién pasamos a definir los espacios uniformemente convexos.

Definicién 1.4.7. Un espacio normado X se dice que es uniformemente convezo, si
para cada € > 0, existe § > 0 tal que para todo los f,g € X tales que || f]| < 1, |lg]] <1

ny_|_gH > 2 — 0 se tiene que Hf—QH <€

Lema 1.4.8. Un espacio normado X es uniformemente convexo si y solo si para todo

par de sucesiones {x,}, {yn} con ||z,] < 1, ||lyn|| < 1 se tiene:

Tn + Yn

=1 mplica lim ||z, — y,|| = 0.
2 n—00

n—o0

Observacién 1.4.9. Sea X un espacio normado. Si X es uniformemente convexo,

entonces X es estrictamente convexo.

Ejemplo 1.4.10. (a) LP(Q2), 1 < p < o0, con la norma
1
p
ol = ( [ lat@ras) . g @)
Q
es uniformemente convero;
(b) 1I* con la norma || - |1 no es uniformemente convero;

(c) 1% con la norma || - || no es uniformemente convexo;

El siguiente ejemplo nos muestra que existen espacios estrictamente convexos, que no

son uniformemente convexos
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Ejemplo 1.4.11. (a) El espacio I' con la norma ||-||o es estrictamente convezo, pero

no es uniformemente convexo;

(b) El espacio C[0,1] con la norma || - ||« es estrictamente convezo, pero no es uni-

formemente convexo (ver [9]).

El siguiente teorema garantiza existencia y unicidad del mejor aproximante cuando
X es un espacio de Banach uniformemente convexo y el subconjunto desde el cual se

aproxima €S convexo y cerrado.

Teorema 1.4.12. Sean X un espacio de Banach uniformemente convero, S C X

subconjunto convexo y cerrado, y f € X. Entonces existe un unico mejor aproximante

a f desde S.

Demostracion. Sea E = E(f,S). Por definicién de E, existe una sucesién {s, }nen de
elementos en S tal que lim ||f — s,|| = E.
n—oo

Sea

en = [If = snll,

entonces ¢, > F'y lim e, = F.
n—0o0

Si se considera

€n Cm

Ynm = Sm + Sn,
Em T En Em T €n

entonces Y, es una combinacién convexa de s, y S,,. Como S es convexo, Yn, € Sy por

ende
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Puesto que
J = 5m X J = sn _ en(f = Sm) + em(f — sn)
€m €n EmEn
o enf + emf — €EnSm — EmSn
N €mEn
(emten)f  enSmt emsn
C emen Emen
e + e, f €nSm + €mSn
 enen em + €n
em + €en en em
(o )
€mEn em + €n em + en
em 1+ €n
- emen (f ynm):

la siguiente desigualdad es valida,

> em + €n

EmCn

"f_sm+f_3n E.
€m

€n

Sea € > 0. Como X es uniformemente convexo, existe 6 > 0 tal que si ||h|| < 1, ||g]] <1

v [|[h+g|| > 2 — 0 entonces ||h — g|| < e. Dado que lim <2t [ =2 existe N € N tal

n,m—o00 €mE€n

que —eglmtinE > 2 — § para todo n,m > N. Luego,

f_sm_f_sn
em

€n

<,

f=sn
€En

para n,m > N, o sea la sucesién { } es de Cauchy y consecuentemente es una
neN

sucesion convergente por ser X un espacio de Banach. Como lim e, = FE| se tiene que
n—o0

{$n}nen converge a algin valor s* € X. Puesto que S es cerrado, s* € S. De aqui,
E=lm [|f —sull =[[f =5,
n—oo

es decir s* es un mejor aproximante a f desde S.

La unicidad es consecuencia de la Observacion 1.4.9 y del Teorema 1.4.6. O

1.5. Continuidad del Operador de Mejor Aproxima-

clon
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Proposicién 1.5.1. Sea S C X. Entonces E(f,S) es una funcion continua de f. En

efecto, para cualquier f,h € X, se satisface

[E(f,5) = E(g, )] < If =gl

Demostracion. Sin pérdida de la generalidad podemos asumir que FE(f,S) >

E(g,S). Dado € > 0, sea s € S tal que
lg — sl < E(g,5) +e.
Entonces
E(f,S) <IIf =sll <f —gll+llg = sl < If —gll + E(g,5) + e
Asi, para cada € > 0 ser tiene
E(f,S) = E(g,5) < |If —gll +
lo cual implica el resultado deseado. 0

Como una aplicacién importante de la Proposicion 1.5.1, se tiene el siguiente resultado.

Teorema 1.5.2. Sean S C X y f, fn € X, n € N tal que lim || f—f,|| = 0. Asumimos
n—oo

que s, €  Ps(f.), para todo n, y que existe s € S tal que

lim ||s — s,|| = 0. Entonces s € Ps(f).
n—oo

Demostracion. Por la desigualdad triangular,

If = sl < WIf = fall + 1fn = sull + llsn = s,
para todo n. Por hipdtesis lim ||f — f,|| = lim ||s — s,|| = 0. De la Proposicién 1.5.1,
n—oo n—oo
m || fn — sull = Hm E(fn, S) = E(f,5).
Entonces || f — s|| < E(f,S). Como s € S, se consigue que s € Ps(f). O

Del Teorema 1.5.2 se deduce el siguiente resultado.
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Proposicion 1.5.3. Sea S C X un subespacio de dimension finita. Asumimos que

fofo € X, n €N tal que lim ||f — f.|| = 0. Ademds supongamos que Ps(f) = {s}.
n—oo

Entonces, para cualquier eleccion de s, € Ps(f,), tenemos lim ||s — s,|| = 0.
n—oo
Demostracion. Como lim || f — f,|| = 0, existe una constante ¢ € R tal que ||f,| < ¢,
n—oo

para todo n € N. Asf ||s,,|| < || fo — sull + | full < 2] fall < 2¢, para todo n. Note que
spn€SN{ge X :|g|| <2} =:U neN,

y U es un conjunto compacto. Entonces, existe una subsucesion de {s,}, la cual converge
a algun s* € S. Por el Teorema, 1.5.2, s* = s. Puesto que esto es valido para cualquier

subsucesién convergente, se sigue que lim ||s — s,|| = 0. O
n—oo

Definicién 1.5.4. Sea S C X un conjunto de existencia para X. Entonces S se dice

un conjunto de unicidad, si Ps(f) es un conjunto unitario para todo f € X.

Como una consecuencia inmediata de la Proposicién 1.5.3 tenemos:

Corolario 1.5.5. Sea S C X un subespacio de dimension finita tal que S es un

conjunto de unicidad. Entonces el operador univaluado Ps(.) es continuo sobre X.




Mejor Aproximacion en la Norma Uniforme

2.1. Introduccion

La mejor aproximacién uniforme a una funcion es en cierto sentido més severa que la
aproximacién por minimos cuadrados ya que esta proximidad debe mantenerse en todos
los puntos del intervalo y una alteracion de la funcién en un entorno de un punto la
alejaria notablemente de su mejor aproximacion.

Antes de entrar en el analisis de la mejor aproximacién uniforme en un espacio de
polinomios de grado fijo, es importante destacar que para toda funcién continua existe
un polinomio tan préximo a la funcion como se desee, en el sentido uniforme. Se describe

este resultado, de modo mas preciso, en el siguiente teorema.

16
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Teorema 2.1.1 (Teorema de Weierstrass). Si f es una funcion continua en un
intervalo cerrado y acotado I, para todo numero real positivo € existe un polinomio P

tal que
If =PIl <e,

donde || - || es la norma Chebyshev (o uniforme) sobre I.

2.2. Teorema de Alternancia de Chebyshev

El teorema de Weierstrass pone de manifiesto que la estrategia de aproximar una
funcién continua por un ponimonio podria ser mejorada buscando la mejor aproximacion
a la funcion dentro del espacio de los polinomios de grado fijo.

El siguiente resultado permite caracterizar el mejor aproximante uniforme desde 1"
a una funciéon f € C(I), I = [a,b]. Para probar este teorema, Chebyshev analizé el

comportamiento de la funcién error
E(z) = f(x) — P*(z).

El mostré que existen muchos puntos donde E alternadamente toma los valores +||E|.

Ejercicio 2.2.1. Sea I = [a,b]. Si g € C(I), entonces xy € I tal que |g(xo)| = ||g|| v

lg(@)| < llgll si z < .

Teorema 2.2.2. (Chebyshev) Sea I = [a,b]. Si f € C(I) y P* es una mejor
aproximacion desde 11", entonces existen puntos xg,x1,...,T,41 en I, y un valor
n = =£1 tal que

E(z;)) = (—1)g||E|, i=0,1,...,n+ 1.
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Asi este teorema muestra que existen al menos n + 2 puntos donde el error E

alternadamente toma su mdzimo || E|| y su minimo —| E||.

Demostracion. Por el Ejercicio 2.2.1 existe xg, el primer punto desde la izquierda sobre
I, donde |E(xg)| = || E||. Se asume E(zg) > 0 (la prueba para F(zg) < 0 es similar). Por
ende FE(z) > —||E|| para todo z € [a, zo].

Si no existe un punto x € (xg, b tal que E(x) = —FE(zo) = —||E||, entonces E(x) > —||E||
para todo x € I. Sea ¢ > 0 tal que 2c = I;lel}lE(fL‘) + ||E]|. Por lo tanto, 2¢ < E(x) + || E||

para todo x € I, y en consecuencia,
—|E| <c—||E|| < E(x) —c< ||E||, paratodo =z €I,

es decir, [|[E — ¢|| < ||E|. Asi P* + ¢ produce un error menor que P*, lo cual es una

contradiccion.

Sea ahora z; el primer punto en el intervalo (zo, b] tal que E(x1) = —FE(zo).
Continuando de esta manera, se puede construir una sucesién de puntos x1,...,x,, tal
que z; es el primer punto en el intervalo (z;_1,b] donde E(x;) = —E(z;—1), i = 1,...,m.
De aqui,

B(x) = (~V|EI, i=0,....m.

Veamos que m > n.
Supongamos que m < n.y sea 0 <i<m — 1. Como FE es continua en I, por el Teorema
del Valor Intermedio existe y € (x;,x;41) tal que E(y) = 0. Sean A; = {z € (x;,x;11) :

E(z) =0}, y &1 = sup(A4;). Dado que E es continua, &1 € A;. Esto implica que existen

puntos &1, ..., &, con

$0<§1<$1<€2<$2<...<I’m (21)
tal que el intervalo cerrado [&;, ;1] no contiene puntos x con E(z) = —E(z;) y E(&) =0,
i=1,...,m.!

1Si E(x) = —E(x;) para algin z € (&,&+1), entonces: (a) z € (&,2;) o (b) x € (x4,&41). En el
primer caso, existe y € (&;,x;) tal que E(y) =0, y por ende y < ; pues y € (x;,2;_1), una contradiccidn.

Si pasa (b), ;41 < x < &;4+1, lo cual contradice (2.1).
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Ahora para una eleccién conveniente de 7, el polinomio

Plr) =~ =&)(z—&) ... (r —&m)

es de grado menor o igual que n y coincide con el signo de E(z;) en cada intervalo (&, &11).
Si E(CL’Z) > 0,

E(z) > —E(x;) = —||F||, paratodo =z € [&,& 1)

-1
Sean a; > 0 tal que 2a; = min  E(x)+ ||E|| y 0 <1 < o < max \P(:c)|> =: ;.
z€[&i,8i41] T€[&; &iv1]

Como P(z) > 0 en (&,&4+1), para todo = € [§;, &11] se satisface
—Ell <ai — [|E]| < E(z) — ai < E(x) —nP(x) < | E]],

y por lo tanto

|E(x) —nP(z)| < |E|, paratodo =z € [&,&1]

Lo mismo vale cuando E(x;) < 0 y también sobre los intervalos extremos. Como hay
s6lo un numero finito de intervalos podemos elegir un 1 > 0, suficientemente pequeno, y
obtener

IE = 0P| < |E]|

Como P* 4+ nP € II" produce un error menor que P*, resulta que P* no es un mejor

aproximante, una contradiccion. O

Ejemplo 2.2.3. El polinomio P*(z) = 3z es el mejor aprozimante a f(z) = z* desde

1% en el intervalo [—1,1]. En efecto, la diferencia f — P* alterna entre el mdzimo

valor absoluto || f — P*|| = § y su opuesto —3 en 4 puntos:
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Figura 2.1: Gréfica de E(z) = f(z) — P*(z) = 2* — 3.

Ejercicio 2.2.4. Seanx € I = [a,b] y f,g € C(I) tal que ||f|| = ||g|| = a. Probar que

& @ + @ = +a, entonces f(z) = g(x).

Una primera consecuencia del Teorema de Alternancia de Chebyshev es la unicidad

del mejor aproximante.

Teorema 2.2.5. Sea I = [a,b]. Si f € C(I), entonces f tiene un dnico mejor apro-

zimante P* € TI"™.

Demostracion. Si Py 'y P, son dos mejores aproximantes de f desde II™ entonces

también lo es
P+ P

P = ,
2

ya que como observamos el conjunto de mejores aproximantes es convexo.

Sean xg,x1,...,%T,11 puntos de alternacién para f — P entonces

fxi) = Po(zi) | fz) — Polwg)
2 + 2

= [(xi) = P(z;) = £ E]]. (2.2)
Como ||f =P =FE] v |Ilf — Pl = ||E|l, por el Ejercicio 2.2.4 se tiene que

f(xi) = Pr(w;) = f(2;) — Pa(2),
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es decir,

Pl(a:i):PQ(xi), 220,1,,n+1

Esto significa que el polinomio P, — P, de grado menor o igual que n tiene n-+2 ceros

ydealli P, = P. O

Ejercicio 2.2.6. Probar que si |a| < |b| entonces sgn(b— a) = sgn(b).

Teorema 2.2.7. Sea I = [a,b]. Si f e C(I) y P €II" son tales que f — P

alternadamente toma los valores M al menos n+2 wveces con M = | f — P|,

entonces P es el mejor aprorimante de [ desde 11" y M = E,(f) .

Demostracion. Sean xz;, © = 0,...,n+ 1, n + 2 puntos de alternancia de f — P. Si P no

es el mejor aproximante, existe otro polinomio @ tal que |f — Q| < M , entonces

((f = Q)| < If = Qll < M = |(f = P)(x:)].

En consecuencia, por el Ejercicio 2.2.6, () — P tiene el mismo signo que f — P en cada
uno de los x;. Luego ) — P tiene al menos n+ 1 ceros y en consecuencia ) = P, una

contradiccion. O

2.3. Algoritmo de Remez

Una segunda consecuencia del Teorema de Alternancia de Chebushev, es el procedi-
miento para construir el mejor aproximante en la norma uniforme, y que se conoce como
Algoritmo de Remez.

Este algoritmo genera:
(a) Una sucesion p que converge al mejor aproximante P*;

(b) Una sucesién X*) que converge a X* sobre el cual f — P* es oscilante.
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Algoritmo

Procedimiento:

(1) Seleccione un conjunto X de n + 2 puntos zy < 2, < -+- < o, < Tpyy en I = [a, b]
arbitrariamente.

(2)

(4)

Resuelva el sistema de ecuaciones lineales
f(x:) = PP (2;) = (=1)'E (2.3)

para ¢t = 0,1,...,n,n 4+ 1. Si se escoge una base de II", las n + 1 componentes del

polinomio en esa base y el valor de E son las n + 2 incégnitas de un sistema lineal.

Encuentre el conjunto X*+1) de puntos en los que la funcién ‘ f— Pék)‘ alcanza su
maximo, incluidos ambos extremos de intervalo. En el caso de que sobre un punto,
debe dejarse en el conjunto aquel extremo de intervalo que muestre mayor error y

mantenga la alternancia de signos. El otro extremo debe ser eliminado de la lista.

Este algoritmo finaliza cuando la convergencia de X ¥ se logra 6 bien cuando el error
obtenido en la resolucién del sistema lineal alcanza un valor de tolerancia previamente

establecido.

Observaciéon 2.3.1. (a) Con este algoritmo, para muchas funciones la convergencia

(b) Si I =[—1,1], una buena eleccion de los puntos de partida es la de las raices del

es cuadrdtica. Esto significa que la sucesion de polinomios {P,g )} converge uni-

formemente al mejor aproximante P* de acuerdo a una desigualdad de la forma
1P — P|| < 9%,

donde 0 <0 <1y A>0 (Se referencia [2] para justificar esta afirmacion);

polinomio de Chebyshev de grado n + 2.
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Ejemplo 2.3.2. Estime el mejor aprozimante en la norma uniforme de la funcion

f(x) = cos(x) + /x desde II* en el intervalo [0,5,3], usando el Algoritmo de Remez.

Solucion. Puesto que n = 1 se escoge como
XO ={0,5,1,75,3}.
El polinomio buscado en la primera iteracion se expresa como
PO(z) = ag + ayz

en la base de los monomios {1,z}. El sistema lineal (2.3) se convierte en

f(05) — a — @05 = FE
f(1775) — Qay — (111,75 = —F
f(3) - a — m3 = FE.

Si se resuelve el sistema, se obtiene que el polinomio correspondiente a la primera iteracién
de Remez es

PO(z) =1,7438 — 0,337052 vy E =0,0093721.

Para proceder a la fase de intercambio, se calcula los extremos de f— P que corresponden
ax = 099442 y x = 2,4230. De acuerdo con el Teorema de Alternacia de Chebyshev
se necesitan 3 puntos en los que la funcién de error tome alternativamente sus valores
extremos. De los extremos del intervalo, se elige z = 3 puesto que la alternancia de signos

se cumple de acuerdo a

f(05 -  P905 > 0
£(0,99442) — P©(0,99442) > 0
£(2,4230) — P©(24230) < 0
f(3) - PO)(3) > 0
Ahora

XM =1{0,99442, 2, 4230, 3},
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entonces luego de acomodar los términos en forma conveniente, debe resolverse el sistema:

£(0,99442) — ag — a10,99442 = FE
f(2,4230) — a9 — 12,4230 = —FE;
f(3) - Gp — a3 = I

cuya solucién es
PW(z) =1,8547 — 0,39895z y E = 0,084194.

De los extremos del intervalo, se elige x = 3 con el mismo criterio que en la iteracion
anterior.

Siguiendo de forma similar a las dos primeras iteraciones se obtiene
X® =1{1,0791,2,3260,3} y X® ={1,0791,2,3260,3},

con lo que el algoritmo termina y el mejor approximante es P*(x) = 1,8567—0,40026z. [

e

1.4

1.2

0.8

Figura 2.2: Grafica de f(z) = cos(x) + /2 y su mejor aproximante P*.

Ejemplo 2.3.3. Muestre la convergencia del Algoritmo de Remez de la funcion

x) = cos(x) + /x, al mejor aprozimante en la norma uniforme desde II° en el
f(x) (z) + vz, jor ap
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Figura 2.3: Grafica de E(x) = f(x) — P*(x) cos(z) + /z — 1,8567 + 0,400262.

‘ intervalo [0,5, 3].

Solucion. Para ello se realizaran 5 iteraciones del algoritmo. Sea
X© =1{0,5,1,125,1,75,2,375, 3},

entonces
XW ={0,5,0,87248,1,8073,2,6718, 3}
X® ={0,5,0,88988,1,8535,2,6811, 3}
X® ={0,5,0,89000, 1,8504, 2,6792, 3}
XW ={0,5,0,88997, 1,8499, 2,6810, 3}
X® ={0,5,0,88861, 1,8496, 2,6802, 3}.
La sucesién de polinomios P*), 0 < k < 5, es la siguiente
PO (z) = 0,170412% — 0,882682% + 0,90045z + 1,3272
PW(z) = 0,168922% — 0,874692% + 0,90848z + 1,3329
PP (z) = 0,169042> — 0,875262% + 0,90920z + 1,3326
P®(z) = 0,169002% — 0,875112% + 0,90903z + 1,3327
PW(x) = 0,169052° — 0,87538x% + 0,90950z + 1,3325

PO (z) = 0,169062> — 0,875412% + 0,909452 + 1,3325.
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Sin embargo, con una particién de 10000 puntos en [0, 5, 3], el error de aproximacion es

E©® =730x 1073
EW =520x 1073
E® =520x 1073
E®) =520 %1073
E® =510x%x 107°
E® =524 x 1073,

lo que sugiere que tal vez deberia haberse finalizado el algoritmo en la cuarta iteracion. [
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